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1. Introducci6n 
El m~todo de elementos de contorno se aplica -
con ~xito a problemas en los que sea decisiva la re-
ducci6n de la dimensionalidad del dominio de integra-
ci6n. Por ello es interesante su aplicaci6n a cuerpos 
tridimensionales sim~tricos respecto a un eje, donde 
la reducci6n es doble y la discretizaci6n puede limi-
tarse a un contorno monodimensional. 
En este a~ticulo se presenta el m~todo aplicado 
al caso de la termoelasticidad lineal. Como es bien 
~abido en dicho problema aparecen fuerzas de volumen 
que, sin embargo, pueden reducirse con cierta facili-
dad al contorno segGn se ver! más abajo, haciendo el 
m~todo muy fructifero. 
2. Ecuaciones de campo 
La hip6tesis b!sica es la posibilidad de descom 
posici6n del tensor deformaci6n en la forma: -
••• ( 1 ) 
donde E~ est! relacionado con el estado de tensiones 
a mediante la ley de Hooke, a es el coeficiente de 
dilataci6n, T la variaci6n de t~peratura y ~ la delta 
de Kronecker. 
Mediante las f6rmulas de Lam~: 
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••• ( 2) 
que, en funci6n del m6dulo de Young y el coeficiente 
de Poisson es: 
••• ( 3) 
Las ecuaciones de equilibrio 
()';. .,.. X: .. -~ o 
'a,j ••• ( 4) 
se convierten usando (3) en: 
• • • (S) 
donde puede verse la posibilidad de considerar formal 
mente una fuerza de volumen equivalente 
••• ( 6) 
y escribir las ecuaciones de Navier (para X=O) 
(A~)~ ct¡.,-~-+ ti 112~ + f~ =- f ü ••• ( 7) 
' Análogamente, segdn (3) es posible definir un 
vector tensi6n en el contorno equivalente 
••• (8) 
que debe superponerse al real para obtener, desde una 
6ptica mecánica, los efectos t~rmicos. Es la analog!a 
de Duhamel-Neumann. 
Si además, el caso es estacionario: 
vz. T =o ••• ( 9) 
Las ecuaciones (7) pueden escribirse en forma 
de teorema de reciprocidad entre dos estados, como: 
f f. u -f ( x* U- = f f . ,u.,:+ J X u* J,..,"' j~ ";¡; ,..., ~ ,...,·"' 
~~ ~ d~ ' 
..Jl. 
••• ( 1 o) 
Si el estado auxiliar es el correspondiente a 
la soluci6n de Kelvin se obtiene la f6rmula de repre-
sentaci6n conocida como "identidad de Somigliana". 
~ ":te ) v * Jx ~ CU.0 + T . u = T. _u.. + . U """'' t"V "" ~ ,... - -' . O.J2. Oj2 ..Q ••• ( 11) 
donde e es una matriz de coeficientes que depende de 
la geometria local del contorno en el punto P. 
La ecuaci6n (11) cuando X=O es una relaci6n in-
tegral en el contorno que se presta muy bien a su dis 
cretizaci6n y forma la base del m~todo de los elemen= 
tos de contorno (B.I.E.M.). 
Cuando ~~O la integral de volumen debe ser cal-
culada en todo el dominio. 
En el caso termoelástico, sin embargo, la rela-
ci6n (6) puede combinarse con la soluci6n fundamental 
para producir una serie de integrales en el contorno, 
lo que simplifica el cálculo final. 
3. Tratamiento de las fuerzas por unidad de volumen 
Un caso muy habitual se presenta cuaQdo las 
fuerzas por unidad de volumen deriva·n de un potencial • 
• • • ( 12) 
IV -17 
IV -18 
La integral de volumen es: 
1;: (X. ux = (u.~. vél> )~ ~ J.'"" 
...n.. :.n. 
••• ( 13) 
que se puede transformar fácilmente en: 
I: ~ t&-( <f ~«)- ) q, ~ «": 
..Q. ...a 
~ ~ q,**'· ~ - ( 4> d;g :t" 
dJ2. J..a 
••• ( 14) 
Para reducir la dltima integral conviene recor-
dar la expresi6n de la soluci6n fundamental en fun-
ci6n del vector de Galerkin G: 
u*-
n.- -
con lo que: 
••• ( 16) 
(ya que div rot = O) 
Puesto que 
••• ( 17) 
llamando 
1tf: (¡ -zJJ) {t fJJ) r e ••• ( 18) 
es posible poner (16) como: 
okt?- f:t :#<= T1,. { oltt.J" y):. [7 2. ¡,o 
zr #" tJ-•e:; w S {ti-¿ y) (f+J./) /r+r +r ) • • • ( 19) ( ;,..~~ '1 'i' ~11~(1-~) . 
y, por tanto, jif> t~¿¡J-u". jt~ v'zo = 
..12 ~ 
jw 1"""' ,¡ Y f ?-' 1Jr. Y - j 71> TT 'cf ... ( 2 o l 
. Ü.e ~..e ...12 
La integral de volumen tiene, pues, la expre-
si6n: 
••• ( 21) 
Como puede verse, siempre que 
••• ( 22) 
. que es util!sima para los casos de peso propio, fuer-
za centrifuga, etc. 
En particular en el tema que nos ocupa y debido 
a la condici6n (9) la Gltima integral de (21) se anu-
la, con lo que es posible trabajar directamente en el 
contorno manteniendo todas las ventajas del m~todo. 
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4. Elementos de contorno axisim~tricos 
En el caso de cuerpos tridimensionales axisim~­
tricos es posible reducir la dimensionalidad del pro-
blema. Para verlo observemos el caso simple de la teo 
ría del potencial, paso necesario para el estudio de-
la teoría termoelástica desacoplada. 
La ecuaci6n paralela a la (11) es: 
Ccf-+~ ~ tP = ( tf ~,ti> ó)y }~ O'Y ••• (23) 
lS2. C1..Q . 
donde ~ es la temperatura y ~ la soluci6n fundamental 
siendo (fig. 1) 
••• ( 24) 
cl8 
~:,~ 
f --~d& 
Gts=¡d9dL 
.,.. ~ v r"l.+r:- 2 rr¿ U) c~-t}¿) + (i!-:a¿f 
ci>;::crcr,2) 
'1- = ,. r r ,-2) 
••• ( 25) 
Usando las propiedades de simetría se obtiene: 
••• ( 26) 
Llamando 
••• ( 27) 
es posible producir una discretizaci6n de las varia-
bles en el contorno mediante el esquema tradicional: 
4 4 [N 1 ~2 • ·- ] { ~z f 
••• ( 28) 
Un caso particular, el de la interpolaci6n cons 
tante, es especialmente simple: al ser aplicada a ca= 
da nodo (28) se reduce al sistema: 
••• ( 29) 
donde las integrales 
••• ( 30) 
se realizan a lo largo de la secci6n meridiana. 
La figura 2 recoge la soluci6n a un caso parti-
cular en que se presentaban condiciones cl!sicas de 
Neumann y Dirichlet m!s una derivada oblicula del ti-
po: 
••• ( 31) 
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en el canal interior. La filosofía anterior permite 
tratar todas las condiciones de contprno en forma muy 
sencilla. 
Las expresiones de ~as son: 
donde 
y Q 1 es la funci6n de Legendre de segunda especie. 
2 
En el caso el§stico la idea es la misma pero 
los desarrollos son m§s laboriosos. (V~ase por ejem-
plo Doblaré 1981 o G6mez Lera 1982) y las cargas fun-
damentales corresponden a las de la fig. 3. 
Fl~ 3 
En todos los casos las integrales se realizan 
por métodos numéricos siendo utilizada una cuadratura 
de Gauss para los elementos a los que no pertenece el 
nodo desde el que se integra. Sin embargo cuando esto 
sucede hay que tomar ciertas precauciones pues: 
Para soslayar este problema se suele realizar 
la integraci6n subdividiendo el elemento en dos tro-
zos. En la zona pr6xima al nodo se utiliza una aproxi 
maci6n asint6tica a las funciones de Legendre (median 
te el logaritmo neperiano) lo que permite la integra= 
ci6n analítica, mientras que el resto se realiza en 
forma numérica. 
Respecto al c!lculo de los términos de la dia-
gonal pri~cipal ·correspondientes a la direcpi6n Z se 
realiza a partir del resto de los elementos de la fi-
la dando un movimiento como s6lido rígido al conjunto. 
Evidentemente esta soluci6n no puede utilizarse. 
5. Ejemplos 
Un_ ejemplo elemental es el de la fig. 4. Se ha 
considerado sometido exclusivamente a una variaci6n 
.a. 
fig. 4 
de temperatura, pudiendo verse los resultados en tem-
peraturas, desplazamientos y tensiones en la figura 5, 
conseguidos con tan solo 10 elementos. 
Otro ejemplo b~en conocido es la esfera de la 
figura.6 con 8 elementos ya que no es necesario dis-
cretizar los ejes de simetría. 
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fig. 6 
Los resultados ahora son los de la fig. 7. 
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